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ВВЕДЕНИЕ
Методические указания предназначены для организации эффективной

практической  работы  студентов.  Практическая  работа  направлена  на
повышение  качества  подготовки  компетентного  конкурентоспособного
специалиста,  приспособленного  к  самостоятельной  профессионально-
ориентированной деятельности на основе сформированных знаний, умений,
опыта, общих и профессиональных компетенций. 

Практическая  работа  должна  содействовать  активизации
познавательной деятельности студентов, развитию творческого отношения к
учебной  деятельности,  формированию  навыков  самостоятельного  труда,
умению  решать  профессиональные  задачи,  формированию  потребности  к
непрерывному  самообразованию,  совершенствованию  знаний  и  умений,
расширению кругозора,  приобретению опыта планирования  и  организации
рабочего времени, выработке умений и навыков самостоятельной работы с
учебной  литературой,  обеспечению  ритмичной  и  качественной  работы
студентов в течение учебного года.

В качестве форм и методов контроля практической работы студентов
используются задания по темам на аудиторных занятиях.

В  процессе  выполнения  практических  заданий  студент  должен
приобрести умения:

 использовать  основные  математические  методы  при  решении
практических задач;

 решать простые дифференциальные уравнения;
 применять производную для проведения приближенных вычислений;
 решать задачи прикладного характера;
 решать прикладные задачи, на наибольшие и наименьшие значения, на

нахождение скорости и ускорения.
 применять основные математические методы для решения задач.

Результатом освоения дисциплины и выполнения практических заданий
является овладение студентами следующими компетенциями:

 ОК 2.  Организовывать собственную деятельность,  выбирать типовые
методы и способы выполнения профессиональных задач, оценивать их
эффективность и качество.

 ОК 3. Принимать решения в стандартных и нестандартных ситуациях и
нести за них ответственность.

 ОК 4. Осуществлять поиск и использование информации, необходимой
для  эффективного  выполнения  профессиональных  задач,
профессионального и личностного развития.

 ОК  8.  Самостоятельно  определять  задачи  профессионального  и
личностного  развития,  заниматься  самообразованием,  осознанно
планировать повышение квалификации.

 ПК 1.2. Определять расчетные расходы воды.
 ПК  1.4.  Производить  расчеты  элементов  систем  водоснабжения  и



водоотведения.
 ПК  1.6.  Определять,  анализировать  и  планировать  технико-

экономические показатели систем водоснабжения и водоотведения.
 ПК  2.2.  Оценивать  техническое  состояние  систем  и  сооружений

водоснабжения и водоотведения.
 ПК  3.2.  Выполнять  химические  анализы  по  контролю  качества

природных и сточных вод.
 ПК 3.3. Выполнять микробиологические анализы по контролю качества

природных и сточных вод.



ОБЩИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ К ВЫПОЛНЕНИЮ ПРАКТИЧЕСКИХ
РАБОТ

Практические  занятия  проходят  согласно  учебному  плану  под
руководством  преподавателя  при  его  непосредственном  участии.  Они
представляют  собой  один  из  важнейших  элементов  изучения  предмета  и
предназначены для углубления, расширения и закрепления знаний и умений. 
Подготовка к практической работе
 В начале  каждой  темы преподаватель  заранее  объявляет  о  предстоящей

практической  работе,  о  количестве  и  видах  практических  работ,
информирует о содержании и целях работы, порядке ее выполнения.

 Преподаватель  предлагает  обучающимся  практическое  выполнение
задания по алгоритму.

 Преподаватель  выдает  бланки  заданий  обучающимся,  обучающиеся
приступают  к  выполнению работы:  читают  задание,  задают  вопросы,  в
тетради или на отдельном листе оформляют отчет.

 Преподаватель  подробно  инструктирует  студентов  о  ходе  предстоящей
работы:  называет  тему,  цели,  требования  к  выполнению работы,  форму
отчета, а также критерии ее оценивания

Выполнение практической работы
 Обучающийся должен стремиться к аккуратности, полноте записей, работа

должна быть выполнена полностью.
 Если  в  процессе  подготовки  к  практическим  работам или  при  их

выполнении  у  обучающегося  возникают  вопросы,  разрешить  которые
самостоятельно не удается,  необходимо обратиться к преподавателю для
получения разъяснений или указаний. 

 Наличие положительной оценки по практическим работам необходимо для
получения зачета по дисциплине, поэтому в случае отсутствия на занятии
по  любой  причине  или  получения  неудовлетворительной  оценки  за
практическую работу обучающийся  должен  найти  время  для  ее
выполнения или пересдачи во внеурочное время. В случае невыполнения
практической  работы  обучающийся  для  промежуточной  аттестации  по
дисциплине сдает зачет в установленной форме. 

 Дополнительные  занятия  (для  проведения  консультаций,  исправления
неудовлетворительных оценок и ликвидации задолженностей) проводятся
по предварительному согласованию с преподавателем.

Оформление практической работы
 Отчет  о  работе  составляется  по  каждой выполненной работе  на  основе

записей  в  тетради,  работа  должна  содержать:  ФИО  обучающегося,
выполнившего работу, ее наименование и дату выполнения.



ТРЕБОВАНИЯ К ЗНАНИЯМ И УМЕНИЯМ ПРИ ВЫПОЛНЕНИИ
ПРАКТИЧЕСКИХ РАБОТ

В результате выполнения практической работы обучающийся должен 
уметь:
 использовать  основные  математические  методы  при  решении

практических задач;
 решать простые дифференциальные уравнения;
 применять производную для проведения приближенных вычислений;
 решать задачи прикладного характера;
 решать  прикладные  задачи,  на  наибольшие  и  наименьшие  значения,  на

нахождение скорости и ускорения;
 применять основные математические методы для решения задач. 

В результате выполнения практической работы обучающийся должен 
знать:
 основные  понятия  и  методы  математического  анализа,  теории

вероятности и математической статистики;
 основные понятия и методы математического анализа;
 основы теории вероятности и математической статистики;
 основы теории дифференциальных уравнений.

КРИТЕРИИ ОЦЕНКИ РАБОТЫ
При  оценке  результатов  выполнения  практических  работ  студентами

учитываются:
 уровень освоения студентом учебного материала;
 уровень  сформированности  умения  использовать  теоретические  знания

при выполнении практических задач;
 умения обучающегося активно использовать электронные образовательные

ресурсы, находить требующуюся информацию, изучать ее и применять на
практике;

 умение ориентироваться в потоке информации, выделять главное;
 умение  четко  сформулировать  проблему,  предложив  ее  решение,

критически оценить решение и его последствия;
 умение  показать,  проанализировать  альтернативные  возможности,

варианты действий;
 умение сформировать свою позицию, оценку и аргументировать ее.
 уровень сформированности общих компетенций;
 уровень сформированности профессиональных компетенций;
 оформление материала в соответствии с предъявляемыми требованиями

Организация  и  руководство  практическими  работами  студентами
осуществляется преподавателем.

Оценка «отлично» ставится:
 студент свободно применяет знания на практике;



 студент не допускает ошибок в воспроизведении изученного материала;
 студент выделяет главные положения в изученном материале и не 

затрудняется в ответах на видоизмененные вопросы;
 студент усваивает весь объем программного материала;
 материал оформлен аккуратно и в соответствии с требованиями;

Оценка «хорошо» ставится:
 студент знает весь изученный материал;

 студент без особых затруднений отвечает на вопросы преподавателя;
 умеет применять полученные знания на практике;
 в условных ответах не допускает серьезных ошибок, легко устраняет 

определенные неточности с помощью дополнительных вопросов 
преподавателя;

 материал оформлен недостаточно аккуратно, но в соответствии с 
требованиями;
Оценка «удовлетворительно» ставится:

 студент обнаруживает освоение основного материала, но испытывает 
затруднения при его самостоятельном воспроизведении и требует 
дополнительных дополняющих вопросов преподавателя;

 предпочитает отвечать на вопросы воспроизводящего характера и 
испытывает затруднения при ответах на воспроизводящие вопросы;

 материал оформлен неаккуратно или не в соответствии с требованиями;

Оценка «неудовлетворительно» ставится:
 у обучающегося имеются отдельные представления об изучаемом 

материале, однако большая часть не усвоена;
 допущены существенные ошибки, показавшие, что обучающийся не 

владеет обязательными умениями по данной теме в полной мере
Оценка индивидуальных образовательных достижений по результатам 

текущего и итогового контроля производится в соответствии с универсальной
шкалой (таблица).

Процент
результативности

(правильных
ответов)

Качественная оценка индивидуальных
образовательных достижений

балл (отметка) вербальный аналог

90 ÷ 100 5 отлично
75 ÷ 89 4 хорошо
51 ÷ 74 3 удовлетворительно

менее 50 2 не удовлетворительно



 ПЕРЕЧЕНЬ ПРАКТИЧЕСКИХ РАБОТ ПО ТЕМАМ

№ Наименование практической работы

Время на
выполнение

практической
работы 

(в аудитории)
1. Нахождение предела функции в точке 2
2. Правила дифференцирования 2

3.
Вычисление интегралов с использованием метода 
замены переменной и интегрирования по частям

2

4. Решение дифференциальных уравнений 1
5. Операции над множествами 1
6. Сложение и умножение вероятностей 2
7. Закон распределения 1

8.
Вычисление математического ожидания и дисперсии 
случайной величины.

2

Зачет 3
ИТОГО: 16 часов



СОДЕРЖАНИЕ ПРАКТИЧЕСКИХ РАБОТ
Практическая работа №1

Тема: «Нахождение предела функции в точке»
Цели и задачи: обобщить и систематизировать знания по теме «Вычисления 
предела функции», провести диагностику усвоения системы знаний и умений
выполнять задания стандартного уровня.
Обеспечение практической работы:
1) Конспект.
2) Теоретический материал методической рекомендации к практической 
работе.

Краткий теоретический материал, примеры вычисления пределов.
Определение предела. Число b – предел функции f(x) при x стремящемся к a,
если для , что можно указать такое положительной число каждого 
положительного числа  для всех x, отличных от a и удовлетворяющих 
неравенству |x-a|<0, имеет место неравенство |f(x)-b|<0
Обозначение предела. Если b есть предел функции f(x) при x стремящемся к 
a, то записывают это так:

Определение непрерывной функции. Функция f(x) непрерывна в точке a, 
если 

Вычисление пределов функций основано на применении следующих 
основных теорем:
ТЕОРЕМА 1. Предел суммы двух функций при x стремящемся к a равен 
сумме пределов этих функций, то есть

ТЕОРЕМА 2. Предел произведения двух функций при x стремящемся к a 
равен произведению пределов этих функций, то есть 

ТЕОРЕМА 3. Предел частного двух функций при x стремящемся к a равен 
частному пределов, если предел знаменателя отличен от нуля, то есть 

и равен плюс (минус) бесконечности, если предел знаменателя 0, а предел 
числителя конечен и отличен от нуля.

ВЫЧИСЛЕНИЕ ПРЕДЕЛОВ
Пример 1. 



Комментарий. Здесь была использована теорема о пределе суммы.
Пример 2. 

Комментарий. На первом шаге была применена теорема о пределе частного, 
так как предел знаменателя не равен нулю. На втором шаге использовалась 
теорема о пределе суммы для числителя и знаменателя дроби. После была 
применена теорема о пределе произведения

Пример 3. Найти предел

Знаменатель и числитель дроби при x стремящемся к 2 стремятся к нулю, 
поэтому теорема о пределе частного здесь неприменима. В таких случаях 
нужно попытаться упростить дробь. Имеем

Это преобразование справедливо при всех значениях x, отличных от 2, 
поэтому в соответствии с определением предела можем написать 

Задание: выполнение задания предполагает наличие развернутого 
решения.

 используя карточки с вариантом задания, вычислить:

1. Вычислите:
а) 

 12lim
2




x
x

 б) 
3

1
lim x

x

в) 
2

3
lim x

x

 г)
x

x

5lim
2

 д)
x

x
lim

4

;

2. Вычислите пределы следующих функций:

а)
 5335 234

1
lim 


xxxx
x

http://repetitr.h1.ru/math_volume/limits_files/limits.htm#%D0%A2%D0%B5%D0%BE%D1%80%D0%B5%D0%BC%D0%B03%23%D0%A2%D0%B5%D0%BE%D1%80%D0%B5%D0%BC%D0%B03
http://repetitr.h1.ru/math_volume/limits_files/limits.htm#%D0%A2%D0%B5%D0%BE%D1%80%D0%B5%D0%BC%D0%B02%23%D0%A2%D0%B5%D0%BE%D1%80%D0%B5%D0%BC%D0%B02
http://repetitr.h1.ru/math_volume/limits_files/limits.htm#%D0%A2%D0%B5%D0%BE%D1%80%D0%B5%D0%BC%D0%B01%23%D0%A2%D0%B5%D0%BE%D1%80%D0%B5%D0%BC%D0%B01
http://repetitr.h1.ru/math_volume/limits_files/limits.htm#%D0%A2%D0%B5%D0%BE%D1%80%D0%B5%D0%BC%D0%B03%23%D0%A2%D0%B5%D0%BE%D1%80%D0%B5%D0%BC%D0%B03
http://repetitr.h1.ru/math_volume/limits_files/limits.htm#%D0%A2%D0%B5%D0%BE%D1%80%D0%B5%D0%BC%D0%B01%23%D0%A2%D0%B5%D0%BE%D1%80%D0%B5%D0%BC%D0%B01


б)

x

x

x 23

35
lim

0 




в)

1

32

2
lim



 x

xx

x

.

3. Используя разложение на множители преобразовать дроби и вычислить 
предел функции в точке:
а) 

1

12

1
lim


 x

x

x

 б) 

3

92

3
lim



 x

x

x

 в) 

5

252

5
lim



 x

x

x

 г) 

7

492

7
lim



 x

x

x

 д)

4

162

4
lim


 x

x

x

 а) 

34

3
2

3
lim 


 xx

x

x

;

б) 

x

x

x

4)2( 2

0
lim





;

в)

2

65
2

2

2
lim 


 xx

xx

x

.

4. Найти предел функции в точке, используя способ избавления 
знаменателя(числителя) от иррациональности (помножить на сопряженное 
выражение):
а) 

xx

xx

x 



lim

0

; б) 

11

2
lim

2 


 x

x

x

; в) 

5

21
lim

5 


 x

x

x

.

1 задания каждое 
оцениваются в 1 балл

2 и 3 задания каждое 
оценивается в 2 балла

4 задания каждое 
оценивается в 3 балла

5 баллов 22 балла 12 баллов

«2» «3» «4» «5»
0-19 б. 20-27 б. 28-34 б. 35-37 б.

Практическая работа №2: Правила дифференцирования. 
Цель: провести диагностику усвоения системы знаний и умений выполнять 
задания
Задачи: выявить уровень усвоения знаний учащимися.  



Инструкция по выполнению работы
На выполнение контрольной работы  по математике дается 90 минут.

Работа состоит из 2 частей и содержит 18 заданий.
Часть 1 содержит 10 заданий (А1 – А10) базового уровня по материалу

раздела «Производная и ее применение» и оценивается в 2 балла. 
Часть  2  содержит  2  более  сложных  заданий  (В1,  В2)  по  материалу

раздела «Производная и ее применение» и оценивается в 5 баллов.
При выполнении всех заданий нужно записать полное решение и ответ.

Советуем  для  экономии  времени  пропускать  задание,  которое  не  удаётся
выполнить сразу,  и переходить к следующему. К выполнению пропущенных
заданий можно вернуться, если у Вас останется время.

За  каждый  правильный  ответ  в  зависимости  от  сложности  задания
даётся  от  одного  до  четырех  баллов.  Баллы,  полученные  вами  за  все
выполненные  задания,  суммируются.  Постарайтесь  выполнить  как  можно
больше заданий и набрать наибольшее количество баллов.

Вариант 1
А1. Найдите производную функции  

34у х=
.

  1) 12х2                                             2) 12х                           3) 4х2                                 4) 12х3 

А2. Найдите производную функции 
6 11у х= -

.

  1) -5                                             2) 11                           3) 6                                 4) 6х 

А3. Найдите производную функции 
1х

у
х

-
=

.

  1) 

2

1

х
-

                                   2) 

2

1х

х

-
                       3) 

2

2 1х

х

+
                             4) 

2

1

х

 

А4. Найдите производную функции   
sinу х x=

.

  1) 
sin cosx x x-

             2) 
sin cosx x x+

           3) 
cos x

                       4) 
cosx x x+

 

А5. Найдите производную функции  
2

0sin    в точке   у х x x p= + =
.

  1) 
2 1p -

                      2)  
2 1p +

                           3) 
2 1p -

                    4) 
2p



А6. Вычислите значение производной функции 
4 23

2
2 2

х х
у x= - +

  в точке 

хо=2.  
  1) 10                         2) 12                            3) 8                             4) 6

А7. Найдите производную функции 
( )sin 3 2у х= +

.

  1) 
( )cos 3 2х +

           2) 
( )3cos 3 2х- +

         3) 
( )3cos 3 2х +

       4)

( )cos 3 2х- +

А8. Вычислите значение производной функции    
хху 123 2 

  в точке хо= 

4.
  1) 21                         2) 24                        3) 0                            4) 3,5

А9. Вычислите значение производной функции  

( )1
4

2 4
у tg x

p
p= - +

 

 в точке  

0 4
х

p
=

 .                             1) 2          2) 

4

p
            3) 4         4) 

2

p

А10. Найдите производную функции   
2 cosу х x=

.

  1) 
2 sinх x

                  2) 
2 sinх x-

            3) 
22 cos sinх x х x+

              4)

22 cos sinх x х x-

В1. Вычислите значение производной функции  
14 2 3у x= -

     в точке  хо= 

26.

В2. Найдите значение х, при которых производная функции   

2

2х
у

х

-
=

   равна

0.



Вариант 2
А1. Найдите производную функции  

61

3
у х=

.

  1) 
62х

                                             2) 
52х
                           3) 

51

3
х

                                 4) 
56х

 

А2. Найдите производную функции   
12 5у х= -

.

  1) 7                                             2) 12                           3) -5                                 4) -5х 

А3. Найдите производную функции   
3х

у
х

+
=

.

  1) 

2

3

х

                                   2) 

2

2 3х

х

-
                       3) 

2

3

х
-

                             4) 
3

х
-

 

А4. Найдите производную функции   
cosу х x=

.

  1) 
cos sinx x x-

             2) 
cos sinx x x+

           3) 
sin x-

                       4) 
sinx x-

 

А5. Найдите производную функции  
2

0cos    в точке   
2

у х x x
p

= + =

.

  1) 
2 1p -

                      2)  
1p +

                           3) 

1
2

p
-

                    4) 
1p -

А6. Вычислите значение производной функции 
3 25

3
3 2

х х
у x= - +

  в точке  

хо=2.  
  1) 13                         2) 3                            3) 8                             4) 27

А7. Найдите производную функции  
( )cos 5 2у х= -

.

  1) 
( )2sin 5 2х- -

           2) 
( )5sin 5 2х- -

         3) 
( )5sin 5 2х -

       4) 
( )sin 5 2х -



А8. Вычислите значение производной функции    
3

у х
х

= -

  в точке  

0

1

4
х =

.

  1) -47                            2) -49                          3) 47                            4) 11,5

А9. Вычислите значение производной функции  
( )1 2у сtg x p= + +

 

 в точке  

0 4
х

p
= -

 .                             1) 2          2) -1            3) -2         4) 
1

2
-

А10. Найдите производную функции   
2 sinу х x=

.

  1) 
2 cosх x

                  2) 
22 sin cosх x х x-

            3) 
22 sin cosх x х x+

              4)

2 cosх x-

В1. Вычислите значение производной функции  
30 4 3у x= -

     в точке хо= 

-7.
В2. Найдите значение х, при которых производная функции   

2

2х
у

х

+
=

   равна

0.

Ответы:

Вариант А1 А2 А3 А4 А5 А6 А7 А8 А9 А10 В1 В2

1 1 3 4 2 3 2 3 1 1 4 2 4

2 2 3 3 1 4 1 2 2 3 3 -9 -4

А1 А2 А3 А4 А5 А6 А7 А8 А9 А10 В1 В2

1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3

«2» «3» «4» «5»

0-10 б. 11-14 б. 15-17 б. 18-20 б.



Практическая работа №3 
«Вычисление интегралов с использованием метода замены переменной и

интегрирования по частям»
Цель: провести диагностику усвоения системы знаний и умений выполнять 
задания.
Задачи: выявить уровень усвоения знаний учащимися.  

Инструкция по выполнению работы
На выполнение контрольной работы  по математике дается 90 минут.

Работа состоит из 3 частей и содержит 12 заданий..
Часть  1  содержит  4  заданий  базового  уровня  по  материалу  раздела

«Интеграл».
Часть  2  содержит  4  более  сложных  заданий  по  материалу  раздела

«Интеграл». 
Часть 3 содержит 4 сложных заданий по материалу раздела «Интеграл».
При выполнении всех заданий нужно записать полное решение и ответ.

Советуем  для  экономии  времени  пропускать  задание,  которое  не  удаётся
выполнить сразу,  и переходить к следующему. К выполнению пропущенных
заданий можно вернуться, если у Вас останется время.

За  каждый  правильный  ответ  в  зависимости  от  сложности  задания
даётся  от  одного  до  четырех  баллов.  Баллы,  полученные  вами  за  все
выполненные  задания,  суммируются.  Постарайтесь  выполнить  как  можно
больше заданий и набрать наибольшее количество баллов.



А
1

А
2

А
3

А
4

В
1

В
2

В
3

В
4

С
1

С
2

С
3

С
4

бал
л

3 3 3 3 4 4 4 4 5 5 5 5

 «5» - 43-48 б.
«4» - 33-42 б.



«3» - 25-33 б.
«2» - 0-24 б. 

Практическая работа №4
 «Решение дифференциальных уравнений»

Цель работы: закрепить навык решения дифференциальных уравнений I 
порядка с разделяющимися переменными.
Необходимо знать: определение дифференциального уравнения I порядка с 
разделяющимися переменными, метод их решения.
Необходимо уметь: решать дифференциальные уравнения I порядка с 
разделяющимися переменными и выполнять проверку.
Теоретическая часть
Определение 1. Уравнение, содержащее дифференциал функции или 
производную, называется дифференциальным.
Например: 

xxy 54 4 
, 
  dxydyx 23 

, 
x

dx

dy
sin6

.

Определение 2.  Решением дифференциального уравнения называется всякая
функция, которая обращает данное уравнение в истинное равенство.
Упражнение.  Проверить: Является функция 

xey 2
решением 

дифференциального уравнения 
yy 2

.

              Проверка:
Найдём производную функции:

xx eey 22 )(  
  

xex 2)2( 
 

xe 22)2( 

Подставим найденное выражение в левую часть уравнения:

xx ee 22 22  
 Левая часть равна правой, следовательно, данная функция

xey 2
 является решением дифференциального уравнения 

yy 2
.

Определение 3. Уравнение вида  
dxxfdyy )()( 

, в котором переменные 

расположены в разных частях уравнения, называется дифференциальным 
уравнением I порядка с разделяющимися переменными.
   Метод решения основан на интегрировании каждой части уравнения.

Пример 1. Решить уравнение:  
xy 2

.



Решение: из формулы дифференциала функции 
dxydy 

 выразим 

производную 

dx

dy
y 

. Подставим в уравнение. Уравнение примет вид:
x

dx

dy
2

.

Домножим  уравнение на  dx , тогда                     
dxxdy  2

Переменные разделены. Можно интегрировать:  

   dxxdy 2
 

                                                                                     
C

x
y 




2

2 2

Cxy  2
 - это решение называется общим. 

Пусть заданы значения переменных  x=1, y=3 – это начальные условия. Они 
нужны, чтобы получить частное решение, в котором будет определено 
значение константы С. 
Подставим значения переменных в уравнение и выразим С.
3=

21312  CC

22  xy
 - частное решение дифференциального уравнения.

Пример 2. Найти частное решение: 
0 ydxxdy

          (5;10)

                   Решение:  xdy =  ydx
  Разделим уравнение на 

xy

                   

xy

ydx

xy

xdy


   Сократим дроби.

                    

x

dx

y

dy


  Можно интегрировать: 

                    

  x

dx

y

dy

                     
Cxy  lnln

                     Заменить 
CC ln

                     
Cxy lnlnln 

                 По теореме о логарифмах 
xCy lnln 

      



                    тогда общим решением будет: 
xCy 

 или  y=Cx

                    Подставим координаты точек: x=5,  y=10                        
2

5

10
510  СС

    

                     Таким образом,   y=2x - частное  решение.

Пример 3. Найти частное решение:     
yy 2

             (0;1)

Решение:    
y

dx

dy
2

    (т.к. 

dx

dy
y 

)

ydxdy 2
    Разделим уравнение на «y»    

y

ydx

y

dy


2

  dx
y

dy
2

Cxy ln2
          Пусть С


lnC и 

.ln xex 

                  
Cey x lnlnln2 

. По теоремам о логарифмах получаем:

 xCey lnln 2 

                  
xCey 2
-общее решение

Пусть y=0, y=1, определим С.
021 Сe
 

11  C

С=1
xey 12 

xey 2
 - частное решение дифференциального уравнения.

 Пример 4.   Найти общее решение: 

dy

dx

y

x





4

23

Решение: преобразуем  уравнение к виду:  (3x-2)dy=(y+4)dx                              
Разделим уравнение на (3x-2)(y+4)



234 


 x

dx

y

dy
       Можно интегрировать:  

  


 234 x

dx

y

dy
.

Данные интегралы решаем методом подстановки
а) 

 























.4lnln)'4(

4

4
yz

z

dz

dydz

dyydz

yz

y

dy

 б) 

  

































.23ln
3

1
ln

3

1

3

1

3

3

)'23(

23

23
CxCz

z

dz

dz
dx

dxdz

dxxdz

xz

x

dx

Результаты подставить в уравнение:

Cxy ln23ln
3

1
4ln 

, где С


lnC

Cxy ln)23ln(4ln 3

1



( по теоремам о логарифмах)

3

1

)23(ln4ln  xCy

3 234  xCy

4233  xCy
-общее решение

Проверьте себя:
№ Примеры Ответы

1. 3511 xy 
                  (-1;1)

4

1
13

4

5
11 4  xxy

2. 0
2


x

dx

y

dy
                    

)2;1( xy 22 

3.   xdydxxy 12 xeCxy 22

Задание№1. Проверить, является ли функция решением дифференциального 
уравнения.



1

5
3

1 3  xxy

13 2  xy

2

1072  xxy

72  xy

3

8
2

1

3

1 23  xxy

12  xxy
                4

      3
2

1
3 4  xxy

2

1
12 3  xy

5 3
3

1 3  xxy

                         
2xy 

6

      
102  xy

                      
xy 2

7

73
2

1 24  xxy

23 94 xxy 
 8

       xxxy  23 4

xxy 83 2 

9

1110 23  xxy

203  xy

1
0

       x
x

y 7
4

4



73  xy
 

11

23 52 xxy 

xxy 105 2 
  

1
2

       xy 4cos4

xy 4sin
    

1
3

xey 5

yy 5
   

1
4

       53 26  xxy

xxy 66 5 

1
5

xtgy 8

x
y

8cos

8
2



1
6

       xey 9

yy
9

1


Задание№2  . Найти частное решение.

1 xdxdyy  )2(
                       (1;2)     

2
52  xy

                                
 4;1 

3
xdx = dy                                   (1;0) 

4
xdx=ydy                                     
(2;1)



5   01  ydydxx
                   (2;0)

6
2212 xy 
                                

(0;0)

7 dyydxx 32 
                             (-1;1)

8 dxxydy )1(2 
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Задание №3. Найти общее решение.
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Практическая работа №5
«Операции над множествами»

Цель: закрепить навыки осуществления операций над множествами, навыки 
использования диаграмм Эйлера-Венна.



Перед началом занятия необходимо знать: понятия множества, 
подмножества, универсального множества, пересечения множеств, 
объединения множеств, разности двух множеств и дополнения; понятие 
диаграмм Эйлера-Венна.
После окончания занятия необходимо уметь: находить пересечение, 
объединение, разность и дополнение множеств, в том числе с 
использованием диаграмм Эйлера-Венна.

Основные теоретические положения и примеры решения типовых
заданий.

Понятие множества. Подмножества.
Понятие множества относится к аксиоматическим понятиям математики.
Множество – совокупность определённых, различимых между собой 
объектов, рассматриваемых как единое целое, и обладающая некоторым 
общим свойством.
Имеется три важных момента, характеризующих понятие множества:
1) объекты, входящие во множество, определённые – т.е. для каждого объекта
можно однозначно сказать, принадлежит ли он данному множеству или нет;
2) объекты, входящие во множество, различимы между собой – т.е. во 
множестве не может быть двух или более одинаковых объектов;
3) все объекты, входящие во множество, мыслятся как единое целое – т.е. во 
множестве абстрагируются от свойств отдельных объектов, но говорят об 
общем свойстве множества, как единого целого; такое общее свойство 
называют характеристическим.
Например, можно говорить о множестве всех книг данной библиотеки, 
множестве всех вершин данного многоугольника, множестве всех 
натуральных чисел, множестве всех точек данной прямой.
Множества обозначаются прописными буквами латинского 
алфавита: A, B, C, D и т.д. Объекты, входящие во множество, 
называют элементами.
Например:
– множество букв русского алфавита;
– множество натуральных чисел;
 – множество студентов, сидящих на 1-м ряду.
Множество, состоящее из конечного числа элементов, называется конечным,
в противном случае множество называется бесконечным. Множество может 
содержать и всего лишь один элемент. Множество, не содержащее элементов,

называется пустым и обозначается ∅.

Множества А и S1, рассмотренные выше, – конечные, а множество N – 
бесконечное.



Принадлежность элемента множеству записывается значком ∈. Например:

– буква «бэ» принадлежит множеству букв русского алфавита;
– буква «бета» не принадлежит множеству букв русского алфавита;
– число 5 принадлежит множеству натуральных чисел;
– число 5,5 – не принадлежит множеству натуральных чисел;
– Вольдемар не сидит в первом ряду.
Таким образом, если множество содержит конечное число элементов, то оно 
может быть задано перечислением его элементов. Множество может быть 
также задано при помощи правила, позволяющего определить, является ли 
данный объект элементом множества или нет. При записи правило, задающее 
множество, отделяется вертикальной чертой или двоеточием.
Например,
1) - множество чисел, принадлежащих отрезку (подразумевается множество 
действительных чисел, которые перечислить через запятую уже невозможно);
2) - множество рациональных чисел, то есть, чисел, представимых в виде 
дроби с целым числителем и натуральным знаменателем.
Множество В называется подмножеством множества А, если каждый 
элемент множества В одновременно является элементом множества А. 
Иными словами, множество В содержится во множестве А: . Значок 
называют значком включения.
Например:

1. А – это множество букв русского алфавита. Обозначим через С – 
множество его гласных букв, которое будет подмножеством множества А. 
Тогда: .

2. Пусть заданы множества А = {1, 3, 5, 7} и B = {3, 5}. Очевидно, 
что В есть подмножество А, т.е. .

3. Множество N натуральных чисел является подмножеством 
множества Z целых чисел, т. е. .

4.
Из определения подмножества следует, что любое множество является 
подмножеством самого себя, т. е. справедливо утверждение . Говорят, что А – 
самое широкое подмножество А. Пустое множество является подмножеством
любого множества. Пустое множество является самым узким подмножеством
любого множества.
Зафиксированное каким-либо образом множество объектов, допустимых при 
данном рассмотрении, называют универсальным множеством (базовым 
множеством, основным множеством, универсумом). Часто обозначается U.
Множества А и В считаются равными, если они состоят из одних и тех 
же элементов. Равенство множеств обозначают так: А = В.

Операции над множествами. Диаграммы Эйлера-Венна.



Пересечением множеств А и В называется множество, состоящее из всех 
элементов, принадлежащих и множеству А и множеству В. Обозначается .
Объединением множеств А и В называется такое 
множество , каждый элемент которого содержится хотя бы в одном из 
множеств А или В. Обозначается .
Разностью двух множеств А и В называется множество , содержащее лишь 
те элементы из А, которые не входят в В. Обозначается .
Если множество В – подмножество множества А (), то 
разность называется дополнением  к В в множестве А. Обозначается .
Дополнением множества А по отношению к универсальному 
множеству U есть множество , составленное из всех тех элементов U, 
которые не находятся в А

Практическая часть.
Задания выполняются по вариантам, заданным преподавателем.
Задание 1. Образуйте все подмножества множества букв в слове.

Вариант 1
Вариант 2
Вариант 3
«руль»
«фары»
«диск»

Задание 2. Данные множества задать перечислением всех своих элементов.
Вариант 1
Вариант 2
Вариант 3

A={x∈R|x3−3x2+2x=0}.

A={x∈Z|≤2x<5}

A={x∈N|x2−3x−4≤0}



Задание 3. Даны множества А и В. Найти: A∩B, A∪B, A\B, B\A, .

Вариант 1
Вариант 2
Вариант 3
а)

A, B ⊆ Z

A = {1;2;5;7;9;11}
B = {1;4;6;7}

A, B ⊆ Z

A = {3;6;7;10}
B = {2;3;10;12}

A, B ⊆ Z

A = {1;2;5;7;9;11}
B = {1;4;6;7}
б)
А = { a , b , c , d , e , f , k }
В = { a , c , e , k , m , p }
А = { a , b , c , e , k, l, m } В = { c , e , k , x , y, z }
А = { b , c , d , e , f , x, y} В = { a , e ,f , k , n, o}
в)

A, B ⊆ R

A = [-3; 7), B = [-4; 4].



A, B ⊆ R

A = [1;6), B = [-1;9]

A, B ⊆ R

A = [4; 7), B = [3; 6]
г)

Задание 4. Используя диаграммы Эйлера-Венна доказать тождество.
Вариант 1
Вариант 2
Вариант 3

A\(B ∪ C) = (A\B) ∩ (A\C)

A∪ (B\C) = (A ∩ B)\C

A∪(B \C) = (A∩B) \ (A∩C)

Дополнительные задания:
Решите задачу используя круги Эйлера: В группе английский язык изучают 
15 студентов, немецкий – 10 студентов, а французский – 5, причем 3 студента 
изучают одновременно английский и немецкий языки, 2 студента изучают 
одновременно английский и французский языки, 1 студент изучает 
одновременно французский и немецкий языки. Сколько всего человек в 
классе изучают эти иностранные языки? Сколько человек изучают только 
английский язык? немецкий язык? французский язык?



Практическая работа №6
«Сложение и умножение вероятностей»

Цель: научиться вычислять вероятности суммы совместных и несовместных 
событий, произведения независимых и зависимых событий.

Для выполнения работы необходимо знать основы теории вероятностей; 
необходимо уметьвычислять вероятность событий с использованием 
элементов комбинаторики.

КРАТКАЯ ТЕОРИЯ И МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ
1. Суммой A + B двух событий А и В называют событие, состоящее в 

появлении события А, или события В, или обоих этих событий.
a. Теорема сложения вероятностей несовместных 

событий. Вероятность появления одного из двух несовместных событий, 
равна сумме вероятностей этих событий:
Р (А + В) = Р(А) + Р(В)

1.
b. Теорема сложения вероятностей совместных 

событий. Вероятность появления хотя бы одного из двух совместных 
событий равна сумме вероятностей этих событий без вероятности их 
совместного появления:
Р(А+В) = Р(А) + Р(В) – Р(АВ)

2. Произведением двух событий А и В называют событие АВ, состоящее 
в совместном появлении этих событий.

a. Теорема произведения для независимых событий. Для 
независимых событий вероятность совместного появления событий равна 
произведению вероятностостей этих событий:
Р(АВ) = Р(А) Р(В).

b. Теорема умножения вероятностей. Вероятность совместного 
появления двух событий равна произведению вероятности одного из них на 
условную вероятность другого, вычисленную в предположении, что первое 
событие уже наступило:
Р(АВ) = Р(А) РА(В).

3. Вероятность появления хотя бы одного из независимых событий.
Если события А1, А2, А3,… Аn независимы в совокупности, причем Р(А1) = р1, 
Р(А2) = р2, Р(А3) = р3 и т.д.; q1, q2, q3, …, qn – вероятности противоположных 
событий.
Вероятность наступления события А, состоящего в наступлении хотя бы 
одного из событий А1, А2, А3,… Аn равна:
Р(А) = 1 – q1q2q3…qn.

4. Вероятность появления только одного из двух событий.
Р(А) = p1q2 + p2q1

ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ И ФОРМА ОТЧЕТНОСТИ



I вариант
II вариант
1.
Среди сотрудников фирмы 28% знают английский язык, 30% – немецкий; 
английский и немецкий – 8%. Найти вероятность того, что случайно 
выбранный сотрудник фирмы знает хотя бы один язык.
Имеется 3 ящика, содержащих по 20 деталей. В первом ящике 12, во втором 5
и в третьем 9 стандартных деталей. Из каждого ящика наудачу вынимают по 
одной детали. Найти вероятность того, что все детали окажутся 
стандартными.
2.
Производится бомбометание по трем складам боеприпасов, причем 
сбрасывается одна бомба. Вероятность попадания в первый склад 0,025; во 
второй – 0,03; в третий 0,019. При попадании в один из складов взрываются 
все три. Найти вероятность того, что склады будут взорваны.
В электрическую цепь последовательно включены три элемента, работающие
независимо один от другого. Вероятности отказов первого, второго и третьего
элементов соответственно равны: р, = 0,1; р, = 0,15; р, = 0,2. Найти 
вероятность того, что тока в цепи не будет (не работает хотя бы 1 элемент).
3.
Имеется 3 ящика, содержащих по 15 деталей. В первом ящике 5, во втором 7 
и в третьем 10 стандартных деталей. Из каждого ящика наудачу вынимают по
одной детали. Найти вероятность того, что все детали окажутся 
стандартными.
Среди студентов группы 15% имеют отличные оценки по математике, 34% – 
по истории. При этом 12% являются отличниками по обеим дисциплинам. 
Найти вероятность того, что случайно выбранный студент учится на 
«отлично» хотя бы по одной дисциплине.
4.
Отдел технического контроля проверяет изделия на стандартность. 
Вероятность того, что изделие стандартно, равна 0,9. Найти вероятность того,
что из двух проверенных изделий только одно стандартное.
В ящике 10 деталей, из которых четыре окрашены. Сборщик наудачу взял три
детали. Найти вероятность того, что хотя бы одна из взятых деталей 
окрашена.
Решить задачу двумя способами.
5.
На полке стоят 6 учебников по математике и 3 по информатике. С полки 
наудачу берется сначала один учебник. Потом второй. Найти вероятность, что
первая взятая книга будет учебником по информатике, а вторая учебником по 
математике.
В ящике находится 8 стандартных и 6 нестандартных детали. Наудачу 
вынимается сначала одна деталь, а потом вторая. Найти вероятность, что 
первая взятая деталь стандартная, а вторая нестандартная.
6.



Устройство содержит два независимо работающих элемента. Вероятности 
отказа элементов соответственно равны 0,05 и 0,08. Найти вероятности отказа
устройства, если для этого достаточно, чтобы отказал хотя бы один элемент.
Из партии изделий товаровед отбирает изделия высшего сорта. Вероятность 
того, что наудачу взятое изделие окажется высшего сорта, равна 0,8. Найти 
вероятность того, что из двух проверенных изделий только одно высшего 
сорта.
7.
На стеллаже библиотеки в случайном порядке расставлено 15 учебников, 
причем пять из них в переплете. Библиотекарь берет наудачу три учебника. 
Найти вероятность того, что хотя бы один из взятых учебников окажется в 
переплете (событие А).
Решить задачу двумя способами.
Мастер обслуживают 5 станков. 20% рабочего времени он проводит у первого
станка, 10% - у второго, 15% - у третьего, 25% - у четвертого, 30% - у пятого 
станка. Найти вероятность того, что в наудачу выбранный момент времени 
мастер находится у 1, или 2, или 3 станка.

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Чем отличается операция сложения вероятностей от произведения?
2. Запишите способы, которыми можно рассчитать вероятность появления

хотя бы одного события?

Практическая работа №7.
«Закон распределения»

Цель: провести диагностику усвоения основных понятий и формул по 
теории вероятности и понимания закона распределения 
Задачи: выявить уровень усвоения знаний учащимися.  

Инструкция по выполнению работы
На ответы на вопросы по математике дается 90 минут. Работа состоит

из 25 вопросов на знание определений и математических формул, а также
возможности самим привести примеры. 
В заданиях нужно написать четкое определение или формулу или привести
пример.   Советуем для экономии времени  пропускать задание,  которое не
удаётся  выполнить  сразу,  и  переходить  к  следующему.  К  выполнению
пропущенных заданий можно вернуться, если у Вас останется время.

За  каждый правильный  ответ  даётся один балл.   Баллы, полученные
вами за  все  выполненные задания,  суммируются.  Постарайтесь выполнить
как можно больше заданий и набрать наибольшее количество баллов.

Вопросы



1. Сформулируйте  классическое  определение  вероятности.  В  чем
ограниченность этого определения? В чем различие между вероятностью и
относительной частотой?

2. Когда  применяют  геометрическое  определение  вероятности?
Почему в этих случаях нельзя пользоваться классическим определением?

3. Дайте определение суммы событий. Приведите примеры: суммы
двух несовместных событий; суммы двух совместных событий.

4. Сформулируйте  и  докажите  теорему  о  сложении  вероятностей
несовместных событий.

5. Дайте определение произведения событий. Приведите примеры:
произведения  двух  независимых  событий;  произведения  двух  зависимых
событий.

6. Что такое условная вероятность?
7. Сформулируйте  теорему  об  умножении  вероятностей  для  двух

событий  (общий  случай).  Какую  форму  принимает  эта  теорема  в  случае,
когда события независимы?

8. Приведите формулу полной вероятности.
9. Приведите формулы Байеса.
10. Что такое схема Бернулли?
11. В  каких  случаях  применяются:  формула  Бернулли;  теорема

Пуассона; теорема Муавра-Лапласа?
12. Приведите  примеры  дискретных  и  непрерывных  случайных

величин.
13. Что называется законом распределения вероятностей случайной

величины?
14. Что  называется  математическим  ожиданием  случайной

величины? Как оно обозначается? Докажите его свойства.
15. Что  называется  дисперсией  случайной  величины?  Как  она

обозначается?  Докажите  ее  свойства.  Как  взаимосвязаны
среднеквадратическое отклонение и дисперсия? 

16. Чему  равны  числовые  характеристики  биномиального
распределения; распределения Пуассона? 

17. Что  называется  функцией  распределения  случайной  величины?
Сформулируйте  ее  свойства.  В  чем  различие  графиков  функций
распределения для непрерывной и для дискретной случайных величин?

18. Дайте  определение  плотности  распределения  вероятностей
непрерывной случайной величины, сформулируйте ее свойства.

19. Как  найти  вероятность  того,  что  непрерывная  случайная
величина примет значение из данного интервала, если известна: ее функция
распределения; ее плотность распределения вероятностей?

20. Как  взаимосвязаны  функция  распределения  и  плотность
распределения вероятностей случайной величины?

21. Найдите  M[X]  и  D[Х]  случайной  величины,  распределенной
равномерно на интервале (а; в).



22. Каков  вероятностный  смысл  параметров  а и  σ случайной
величины,  распределенной  по  нормальному  закону?  Напишите  плотность
нормального распределения.

23. В  чем  заключается  “правило  трех  сигм”?  Как,  пользуясь  этим
правилом,  найти  наименьшее  и  наибольшее  значения  нормально
распределенной случайной величины?

24. Сколько  параметров  имеет  показательное  распределение?  Как
найти для данного распределения M[X], σ[X]?

Практическая работа №14
Вычисление математического ожидания и дисперсии случайной

величины
Цели и задачи: обобщить и систематизировать знания по теме, провести 
диагностику усвоения системы знаний и умений выполнять задания 
стандартного уровня.
Время: 135 минут. 
Обеспечение практической работы:
Конспект.
Карточки с заданиями. 

1. Образуют ли полную группу следующие группы событий:
а) опыт — бросание монеты; события: Ах — появление герба;
А2 — появление цифры;
б) опыт — бросание двух монет; события: Вх — появление двух
гербов; В2 — появление двух цифр;
в) опыт — два выстрела по мишени; события: А0 — ни одного
попадания; Ах — одно попадание; А2 — два попадания;
г) опыт — два выстрела по мишени; события: Сх — хотя бы одно
попадание; С2 — хотя бы один промах;
д) опыт — вынимание карты из колоды; события: Dx — появление
карты червонной масти; D2 — появление карты бубновой масти;
D3 — появление карты трефовой масти?

2.  В урне а белых (б) и Ъ черных (ч) шаров. Из урны вынимают
(одновременно или последовательно) два шара. Найти вероятность
того, что оба шара будут белыми1.

3. В урне а белых и Ь черных шаров. Из урны вынимаются
сразу два шара. Найти вероятность того, что эти шары будут разных
цветов.

4. В урне а белых, Ъ черных и с красных (к) шаров. Три из
них вынимаются наугад. Найти вероятность того, что по крайней



мере два из них будут одноцветными.

5. Бросаются две монеты. Рассматриваются события:
А — выпадение герба на первой монете;
В — выпадение герба на второй монете.
Найти вероятность события С = А + В.

6. Из полной колоды карт (52 карты) вынимают одновременно
четыре карты. Рассматриваются события:
А — среди вынутых карт будет хотя бы одна бубновой масти;
В — среди вынутых карт будет хотя бы одна червонной масти.
Найти вероятность события С = А + В.

7. Из полной колоды карт (52 листа) вынимаются сразу четыре
карты. Найти вероятность того, что все эти четыре карты будут
разных мастей.

8. В урне о белых и Ъ черных шаров. Из урны вынимают наугад
один шар. Найти вероятность того, что этот шар — белый.

9 В урне а белых и Ъ черных шаров. Из урны вынули один
шар и, не глядя, отложили в сторону. После этого из урны взяли
еще один шар. Он оказался белым. Найти вероятность того, что
первый шар, отложенный в сторону, — тоже белый.

10. В урне а белых и 6 черных шаров (а > 2). Из урны вынимают
сразу два шара. Найти вероятность того, что оба шара будут белыми.

«2» «3» «4» «5»
0-5 6-8 9 10

Практическая работа №8. 
«Вычисление математического ожидания и дисперсии случайной

величины»
Цель: закрепление теоретического материала по изучению среднего 
квадратичного отклонения дисперсии дискретной случайной величины
Методические указания

1. Дисперсия имеет размерность равную квадрату 
размерности случайной величины. Поэтому в тех случаях, когда желательно, 
чтобы оценка рассеяния имела размерность случайной величины, вычисляют 

не дисперсию, а среднее квадратическое отклонение: 
Среднее квадратическое отклонение равно корню квадратному из дисперсии, 
поэтому его размерность равна размерности случайной величины. Например, 



если Х выражается в линейных метрах, то тоже выражается в линейных 
метрах, а D(X) – в квадратных метрах.

2. Пример:
 Найти среднее квадратичное отклонение случайной величины X, заданной 
следующим законом распределения:

X
2
4
6
8
P
0.2
0.15
0.35
0.3

  Решение.
  Найдем математическое ожидание М(Х):
  М(Х)=2*0.2+4*0.15+6*0.35+8*0.3= 5.5
  Составим закон распределения случайной величины X2:

X2

4
16
36
64
P
0.2
0.15
0.35
0.3

  M(X2)=4*0.2+16*0.15+36*0.35+64*0.3=0.8+2.4+12.6+19.2=35
  D(X)=M(X2)-M2(X)=35-(5.5)2=35-30.25=4.75
Найдем среднее квадратичное отклонение: 

Примеры для самостоятельного решения
1. Дано следующее распределение дискретной случайной величины Х
X
1
2



4
5
 P 
 0.31 
 0.1 
 0.29 
 0.3 
Найти ее математическое ожидание, дисперсию и среднеквадратичное 
отклонение, используя формулы для их определения. 

2. Дан ряд распределения дискретной случайной величины X:

.
Найти ее математическое ожидание, дисперсию и среднеквадратичное 
отклонение.

3. Случайная величина Х задана следующим законом распределения:

xI

1
3
6
8
pI

0,2
0,1
0,4
0,3

найти М(х) – математическое ожидание, D(x) – дисперсию, (х) – среднее 
квадратическое отклонение случайной величины

4. Найти среднее квадратическое отклонение случайной величины X , которая
задана следующим рядом распределения:

X
2
3
10
P
0,1
0,4



0,5
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